


주어진방정식의실근 과 를직접구하면 과 


입니다

기울기를알 때의접선의방정식공식을이용하면두직선은

                          


 

입니다구하는 것은교점의 좌표이니 를소거하면정답인

  를얻습니다



교점의좌표를  라고하면기울기가 인  를지나는   의접선의 방정식은

  


     입니다이 에 대한방정식의실근은  이고

문제에서주어진이차방정식과접선의방정식에서 얻은방정식에각각

근과 계수사이의관계를적용하면 ×  


 


이므로

∴ 





′′ 
   
    


라고하면 


 

  
    

′
′입니다

  ′ ′    ′ ′를 의방정식에대입하면

   ′     ′   이고 이 직선은  




 을 지납니다

따라서     




이고양 변을제곱하면     


이므로

∴  





두직선이이루는각의 크기는 각각의법선이이루는각의크기와 일치합니다

원점에서두 직선에내린수선이이루는각의크기로회전각을대신알아보겠습니다

변환후의직선을  ′이라고하고 에서 과  ′에

내린수선의발을각각   ′이라고하면

 ′


입니다






이므로∠′  라하면

 


   


이고

회전각은 에서 ′까지 반시계방향으로

잰각이므로    


입니다

삼각함수의덧셈정리를이용하면

  


   


       


입니다





문제의조건에서   이고  이므로   이고

주어진관계식의양변을미분하면  ′ 


입니다






 




× 


 ′  





 ′

                   




 





여기에서










  ×


 


이므로

∴




   



       ′ 


 

조건을잘살펴보면위의모든 조건을만족하는 함수로  

를생각할수있습니다

이함수를이용해문제의정적분을계산하면






 




 

 

  




  




                 



× 


 











 




 


  





   





 

  


  


  


  


  


  


입니다

주어진두평면을각각    라고하고그 법선벡터중하나를
로두면

                                             왼쪽의그림으로부터

                                            

   


 


 
∙ 



                                        입니다    
   으로

                                    
       두고   라고하면주어진식은

                                             아래와같이 쓸수있습니다

                                             
  



    
 

 


 
  



                                        





 




서로 종속된 변수가있는식이므로두변수의관계를다른식에서 찾아보겠습니다

벡터의크기로부터   ≤    ≤  입니다이때좌변에서원을

생각한다면       로둘 수있습니다

이를 대입해서정리하면

     

여기에서위에서생각한 좌표평면상의원을 다시생각해보면 는원의 반지름만을

는 벡터  와  이이루는각만을나타내므로 두변수  는서로독립된변수임을

알수 있습니다따라서문제의최댓값을 구하기위해서는  과     

각각의최댓값을구해주면됩니다두식의최댓값은각각  이므로구하는최댓값은

÷×  입니다





위와 마찬가지로주어진식을 의두 법선벡터에대한정사영의제곱의합으로

해석합니다이 때선분 의정사영의크기는선분의길이와두벡터사이의 각에의해

결정되는데 와 는반지름이 인원위를 돌아다니는벡터이므로크기가 이상 이하인

모든 방향의 벡터를표현할수 있습니다정사영의 크기는 선분의길이와비례하므로

처음부터의크기를 로고정하고시작하겠습니다

두법선벡터   가이루는각의 크기는 

임은쉽게 알수있고 이상황을그림으로다시

나타내면다음과같습니다

                                          과
의시점을 로일치시킨후 두

                                            벡터를포함하는평면 를생각해서

                                     
    의 로의 정사영을 ′라고 합니다

                                         그러면 ′ ≤  구하는값은 ′ 의  

                         ′                 정사영으로 보는게 간단하고

                                            마찬가지로정사영의크기는 ′ 에

                      
           비례하므로 ′ 를 최대로 고정해서

                                         생각하도록 하겠습니다

′ 이최댓값  를가지려면 와 ′이 일치해야합니다다시말하면 가평면 위에

있을 때 ′ 은 최댓값을가집니다 가평면 위에있을때의 그림을다시그려서생각하죠

                                
   에서 반시계방향으로잰와의각을  

                                        에서시계방향으로잰와의각을 라고  

                                      항상   


입니다

                                        그러면구하는값은

                                           

 



                                           의최댓값이므로

                                     답은 

                               
   

                                 





   라고하면

′  ′          

 ″  ′″
         

입니다

연립방정식 ″ ″ 을계산하면      을 얻습니다

이를  ′ ″에 각각대입하면

     ′    ″     입니다

이제 조건 나를이용합시다

  의  에서의접선의 절편을 에대한함수 로 나타내면

                             ′    

이함수 에대하여 방정식  이서로다른세 실근을가질조건을 의그래프를

통해 알아보겠습니다

′   
 이므로 의부호에따라   의그래프는다음과같이 나뉩니다

                                                          

이때  인경우에는 조건을 만족하는 는양수구간에 존재하므로  입니다

  인 경우는 상수함수이므로당연히 조건을 만족하지않습니다

    이려면 의극댓값즉  이어야하므로이를계산하면   를얻습니다

∴        ×  ×  





함수를구하는과정에서계산을조금 줄일수있는풀이입니다

다음 내용은 비슷한함수를몇번만미분해봤으면어렵지않게 추측하고증명할 수있습니다

∗   
  

 ⋯
꼴로표현되는함수 의도함수 ′는

    마찬가지로 ′ 
   

 ⋯꼴이다

따라서 ′와 ″는모두 상수항이없는 이차식× 꼴이됩니다

아무 단서가 없는 를 미지수를이용해 표현하고미분하면계산이복잡해지니

실근변곡점의 좌표의정보가주어져있는 ″를결정하는것으로풀이를시작하겠습니다

위정리와 ″ ″ 을 이용하면

                   ″         

으로 쓸수있습니다부분적분을 이용해서 ′를 구하면

             ′            

이고 ∗에의해 ′의상수항은 다시한 번부분적분을이용하면

                    는상수항이없으므로

                             ∴    

이후의풀이는 과동일합니다



위의 두방법중 한가지로    를 구했다고칩시다

이번엔번거롭게 같은 함수를 생각하지말고그래프에서직접접선의갯수를바로

찾아보죠이런 방법으로풀기로마음을 먹으면  인것은바로 찾을수있습니다

본인의 그림실력의문제로

접선을 그려보는건가볍게생략하고

결국그릴수있는 접선의갯수가바뀌는

점은변곡점에서의접선의 절편임을

알수있습니다

즉  에서의접선이   을 지납니다

그말은 의   에서의접선의기울기가

이라는소리이므로 ′ 을계산하면

마찬가지로   를얻습니다

변곡접선이 엄밀하지않은풀이라면서이런 풀이는잘못됬다는얘기도많지만

변곡접선이 출제의도가아니라고하기엔너무많은문제가변곡접선만으로 풀려버리니

이쯤되면믿고사용해도되는게아닐까싶습니다


